Séries alternadas tém forma

com x, > 0. Por exemplo
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Teorema 6.0.1 — Teste de SA ou Teste de Leibniz. Seja uma série alternada Y77, (—1)""'x,
(ouY; ;(—1)"x,), com x, > 0. Se
1) {x,} for decresce, isto € x,,+1 < x,, €
2) lim x, =0,
n—yoo
entdo a série alternada converge.

Ideia da demonstragdo. Consideremos as somas parciais s, de Yo | (—1)""'x,. Da Figura abaixo
é facil ver que a sequéncia s, das somas parciais acumula-se num ponto s (isso segue do fato que x;
decresce), entdo a série converge.
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Corolario 6.0.2 1) S=Y_,(—1)"Vx, >0, pois s; = x; > 0.
2) S=Yr 1 (—1)"x, <0, pois s; = —x1 <O.

1 1 1
= Exemplo 6.1 Dada a série Y, (—1)"—. Denotamos y, = (—1)"—. Se x, = —, assim x, 1] < x,
n n n
1 1
(pois < =)e limx, = lim — =0, logo Y;r_; (—1)"= converge.
n+1l n° noe n—o n n

. 1 .
Por outro lado, Y [va| = Yoy p diverge, portanto Y o (—1 )"Z converge condicionalmente.

|
» Exemplo 6.2 Dada a série Yo, (—1)""! 2% Estude o tipo de convergéncia.
n

1
Solugdo. Denotamos y, = (—1)"‘12.
n

Inn . Inn 1 |
a) Yo |yl = Loy — - diverge pelo TC. De fato, — > —, paran >3 e Y~ — diverge.
n n n n
Portanto podemos concluir que a série nao converge absolutamente.

1
b) Usamos Teorema 6.0.1 (ou Teste de Leibniz). Mostremos que {x,} = {M} decresce. Seja
n

1
flx)= DL assim
x
)—lc~x—lnx_ 1—Inx

f(x) = = <0,

x2 x2

paraInx > 1 oux > e. Logo
In(n+1) - Inn

, n>3,
n+1 n
© 1
: . Inn . Inx . %
limx,=1lim — =1lim— = lim £ =0.
n—oo n—eo n x—oo X x—oo |
L e a_11nn ..
Portanto, pelo Teorema 6.0.1 a série},_, (—1)" ' — converge condicionalmente. 3-)
n

Estimativa do erro nas SA
SejaS =Y 10 = Li—1 Yk + Lk—n+1 k- Denotando S, = Y/_, yx € R, = ¥.;" .| Yk, chamemos
R, =8-S,

o erro da aproximagdo.

Teorema 6.1.1 — Estimativa do erro. SejaS=Y"_,(—1)""x, (ous =Y ;(—1)"x,), x, > 0.
Se
DO0<xy41<x,€
2) lim x, =0,
n—soo
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entao
|Rn| = |S_Sn| < Xpt1-

Demonstracdo. Temos (veja Figura acima)
|Rn| = |S_Sn| < |Sn+1 _Sn| = Xn+1,
assim |R,,| < xp41. [ |

1 1
u Exemplo 6.3 Seja S =Y, (—1)" '. Ache n tal que |R,| < T
n

1 1
Solugdo. Pelo Teorema 6.1.1, |R,| < x, = m < 15 istoé (n+1)2>10° ousejan+1 >
103, Portanto n > 103 — 1 ~ 30,6. Logon > 31. 3-)
1)1 3
- (=1 com erro inferior —.

= Exemplo 6.4 Calcule X7, ~— 103
n

Solugdo. Sabemos que
1 3
Ro| <t = ————— ’
: g 10° :
ousejal+ (n+1)° > — o ou da forma equivalente

10° -3
(n+1)8 > ,
3
10° -3
> ] — 11,07,
3
logo n > 2. Entdo
i(l)"‘INI 111
= 1+n® T2 14256 2 257
3-)
. N L e arctan(n)
= Exemplo 6.5 Estude o tipo de convergéncia da série Y (—1)"————=.
n
. , arctan(n) ,
Solugdo. Sejay, = (—1)"————=. Assim
n
T 1 arctan(n)| 7w 1
B <l = | 2 2
4 n n 2 n

I . L
Como )~ -y — diverge, entdo a série inicial ndo converge absolutamente.
n=1 n=1 n
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w1
Usamos o Teorema de Leibniz. Como |y,| < 7 temos lim |y,| = 0. Seja
n n—yoo

arctanx

Flx) = HE,

logo
£(x) ﬁlxz —arctanx  x— (14 x?)arctanx
X) = =

x? x2(14+x2)

Temos 3
T
x— (14 x%) arctanx < x — Z(l +x%) <x— 4_1(1 +x?) <0,

para todo x € R. Assim {y, } é decrescente. Pelo o Teorema de Leibniz, série converge condicional-
mente. )

= Exemplo 6.6 Estude tipo de convergéncia da série ¥, (—1)""! (32—1
n-—n-—

Solucdo. Sejay, = (—1)""! (m> , assim |y,| = (m) € como
n? < n? < 1 >5
5 ) 1 N 0 _’ n - 9
3n2—n—1 2n2 "2
(pois 3t —n—1>2n%n> 2), portanto
n? 3n+1 1I\3n+1 1 /1\n
(3n2—n—1) <(§) _§(§> ’

) 1
Série Y, 3 converge, portanto (pelo Teste de Comparagdo), Y., [y,| converge, entdo Y, v,

converge absolutamente. )

1
 Exemplo 6.7 Estude tipo de convergéncia da série} - ;(—1)""! n_pn’ com p > 0.
n

1 1
Solugdo. Sejay, = n_: > >3 para0 < p<1. Y, |y, ndo converge absolutamente, pelo
n n
(TC), pois Y,y - diverge (série harmonica com p < 1).
n
Sejap>1lep=1+4€comé€ > 0. Neste caso

£
Inn<nz, n>no,

. . Inn .
(isso segue do fato que lim —~ = 0). Assim
n—e n72
Inn  n2 n: 1

Yn= < T e T e n 2 no.
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. oo 1 . oo [=S]
Série Zn:l F converge, assim anl |yn| converge, ou anl Yn converge absolutamente para
n 2

p>1.
Estudamos convergéncia condicional para 0 < p < 1 usando o teste de Leibniz. Temos

Inn Inx 1

lim — = lim — = lim —— = lim — =0.
n—oo ppP x—oo xP X—poo px]’_ X—poo px!’

1
Seja f(x) = n_px, com x > 0. Assim
x

1

Filx) =+

X’ —p-xP~Tnx  xP71(1 - plnx)
x2pr - X2

. . 1 1
Assim f'(x) < 0 se e somente se | — plnx < 0, ou equivalente Inx > — e x > e?.
p

1 1 . o
Assim f(x) decresce para x > e?, portanto {lr‘l‘—,f’} decresce paran > er. Assim )~ ;y, converge
condicionalmente para 0 < p < 1. 3-)

1 1
m Exemplo 6.8 Estude tipo de convergéncia da série ), o m
Solugdo. Seja ! ! Usamos Teste de Integral. Seja f(x) ! Temos
olugao. Xp=————>. . X)=-——.
£ao. >¢) n 1+ (Inn)? gral. > x 1+ (Inx)?
que f(x) é continua positiva, decrescente e f(n) = x,. Agora
d d d
/—x = ‘lnx —udu="|= /_u = arctanu = arctan(Inx),
x(14 (Inx)?) x 14 u?
logo
> dx b
Y _ limarctan(l ’ —_
/l 0T (g — Amarctan(Inx)] =3
Portanto a série converge. ;=)
Obs ) Teste de Integral € util quando
xn =g (n)F(g(n)).
No exemplo anterior com ! temos g(x) = Inx e F(x) !
X Xp = —F 5% x)=InxeF(x) = :
P n(1+ (Inn)?) 8 14x2
2" sen"(x)

= Exemplo 6.9 Quando a série Y, (—1) converge?



50 Aula 6. Séries alternadas (SA)

on 2n
Solugdo. Seja x, = (—1)”M. Assim
n
on+l1 2(n+1)
lim | 21| = lim >0 (). z =2 lim [sen?(x) ] = 2sen’x.
n—eo | Xy, n—eo n+1 2"sen(x) n—eo n+1

Pelo Teste de razio série converge se 2sen”x < 1 (e diverge se 2sen®x > 1) ou seja

2 2 2 T T
|senx| < §®—§<senx<§<:>x€ (—Z+k7r;z+k7t).

Agora analizaremos o caso 2sen”x = 1 ou seja x = +% +km. Neste caso temos a série

i(—l)"

n

que converge pelo T. de Leibniz. Assim, a série inicial converge para x € [§ +km; § +kr]. )



